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Ein e infaches Ver fahren zur Normal i s ie rung unendl icher  
Her le i tungen.  
H. Schwichtenberg 
Mathemat isches  Inst i tut  der Un ivers i t~t  M~nchen, 
Theres ienst raSe 39, D-8000 M~nchen 2 
Betrachtet  werden zah lentheoret ische Systeme erster Stufe mit  
w-Rege l  und natOr l ichen Sch lu~regeln  im Sinne von Gentzen. Es 
wird ein pr imi t iv  rekurs iver  Operator  N angegeben, der jede Her- 
le i tung in eine Normal form (unter E inschluB permutat iver  Konver-  
sionen) 9berf[hrt.  D ieser  Operator  N bearbe i tet  Her le i tungs-  
b~ume "vonder  Wurzel  zu den Spitzen" und best immt for jeden 
Knoten a der Normal form expl iz i t  eine endl iche Menge von Knoten 
der gegebenen Herleitung, von deren Beschr i f tung die Beschr i f tung 
von a al le in abh[ngt; insbesondere ist N stet ig bez~gl ich  der 
unten angegebenen Met r ik  auf der Menge der Her le i tungen.  Ein 
~hnl iches Ver fahren f~r ein anderes formales System (ohne per-  
mutat ive  Konversionen) wurde von Mints  in [2] angegeben. 
Es stel l t  sich die Fragel warum man neben dem ~b! ichen durch 
t ransf in i te  Rekurs ion (also "von den Spitzen zur Wurzel") def i -  
n ier ten Normal i s ie rungsoperator  den hier bet rachteten Operator  N 
untersuchen soll. Fo lgende Gr~nde lassen sich angeben: 
I. N ist ohne wei teres  auch auf n icht - fund ier te  Her le i tungen 
anwendbar.  N icht - fund ier te  Her le i tungen k~nnen auftreten, 
wenn man G~it igke i t  bez~gl ich  Mode l len  von beschr inkter  Kom- 
p lex i t~t  betrachtet° (Unter Komplex i t~t  e ines Model ls  ver- 
steht man dabei die Komplex i t~t  der Menge al ler im Model l  
g~It igen Formelnl  n icht  nur der Pr imformeln.)  Bezogen auf 
d iese Model !e  sind n~ml ich auch solehe n icht - fund ier te  Her- 
le i tungen korrekt,  deren unendl iche Pfade s imt l ich eine 
gr~Bere als die vorgegebene Komplex i t~t  haben. Wir wol len 
jedoch diesen Aspekt  hier n icht  wel ter  verfolgen; mehr da- 
r~ber f indet man in [I]. 
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2. N ist durch besonders  e infache pr imit ive Rekurs ionen zu de- 
f inieren; eine t ransf in i te  Rekurs ion ist n icht  er forder l ich.  
3. Bei der tats~chl ichen Herste l lung der Normal form einer Her- 
le itung (etwa auf e inem Rechner) scheint  die der Def in i t ion 
von N zugrunde l iegende Strategie besonders  nahe l iegend und 
vor te i lha f t  zu sein. 
Zu beachten ist, dab es zur DurchfNhrung dieses Programms er- 
forder l ich ist, den Her le i tungsbegr i f f  zu ver~ndern und etwa zu 
den Her le i tungsrege ln  eine sogenannte Wiederho lungsrege l  Rep 
hinzuzunehmen, welche den Ubergang von einer Formel  A zu dersel -  
ben Formel A gestattet;  dies wurde zuerst in [I, S. 46] bemerkt.  




~- YA  
mit n Anwendungen des logischen Axioms T und einer normalen 
Te i lher le i tung d yon A. Die Normal form von dn(d) ist o f fenbar  d. 
Nun tr~gt die Menge der Her le i tungen in natNr l i cher  Weise eine 
Metrik: ist h die k le inste H~he, auf der sich zwei Her le i tungen 
I erstmals unterscheiden,  so sei ~ ihr Abstand. Ist jetzt d der 
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(yon d unabhingige) Grenzwert  der dn(d) und d eine yon der Normal-  
form yon d versch iedene normale Her le i tung,  so strebt dn(d) 
gegen d ~ obwohl  die Normal formen einen konstanten pos i t iven Ab- 
stand behalten. Es kann also ke inen stet igen und daher erst  recht 
ke inen pr imi t iv  rekurs iven Normal i s ie rungsoperator  geben. - Die-  
ses Argument  gi l t  of fenbar n icht  mehr, wenn die Wiederho lungs-  
regel  Rep zugelassen wird. Die E indeut igke i t  der Normal form hat 
man dann jedoch nut noch bis auf Anwendungen yon Rep. 
§ I HERLEITUNGEN 
Wie bereits  erw~hnt, betrachten wir  zah lentheoret ische Systeme 
erster Stufe mit  ~-Rege l  und nat~r l i chen Sch luBregeln  im Sinne 
yon Gentzen° Her le i tungen sehen wir  als beschr i f te te  B~ume an, 
wobei  die Beschr i f tung der e inze lnen Knoten mSgl ichst  knapp ge- 
hal ten wird; dies ermSgl icht  eine einfache Def in i t ion des Nor- 
ma l i s ie rungsoperators  N (sowie eine e infache Darste l lung solcher 
Her le i tungen in e inem Rechner) . Insbesondere schreiben wir  nie- 
mals ganze Formeln (etwa bei Annahmen) oder Terme (etwa bei An-  
wendungen yon V ) an die Knoten, sondern stel len sie jewei ls  
als Te i lb~ume dar. 
Unsere Sprache sei durch Ob jektvar iab len  x y ..~ sowie Funkt ions-  
symbole f g ... und Pr~dikatensymbole  p q ... jewei ls fester 
endl icher  Ste l lenzahl  bestimmt. Terme und Formeln werden wie Ub- 
l ich aufgebautr letztere aus Pr imformeln  (e inschl ieBl ich dem 
Fa lsum i) mit te ls  A ~ Vx; qA wird wie Ubl ich durch A~± definiert .  
Eine L iste Ax O Ax I ... yon gegen Termsubst i tu t ion  abgesch losse-  
nen Ax iomenschemata  sei vorgegeben (etwa Gle ichhei tsax iome,  De- 
f in i t ionsg le ichungen fir e in ige pr imit iv  rekurs ive Funkt ionen 
sowie das Schema ~qA ~ A fur Pr imformeln  A). Annahmen im Sinne 
von Gentzens nat~r l i chen Sch luBrege ln  mark ieren  wit  dutch die 
Annahmevar iab le  u v ...; es wird ver langt,  dab in einer gegebe-  
nen Her le i tung mehrere  Vorkommen derse lben Annahmenvar iab len  u 
stets d iese lbe Formel  mark ieren.  Her le i tungen sind dann mit te ls  
E in f~hrungs-  und Bese i t igungsrege ln  fur jedes der log ischen 
Symbole A ~ V aufgebaut; dabei  b inden die E in fOhrungsrege ln  V + 
+ 
jewei ls eine Ob jektvar iab le  x bzw. ~ eine Annahmevar iab le  u. 
Ferner  haben wir  die ~-Regel  in der fo lgenden Form. Hauptpr[ -  
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misse  ist e in Term t; Nebenpr~missen  s ind Her le i tungen d 
1 
(i = O,1, . . . )  derse lben  Formel  A aus (u.a.) Annahmen t = ~, d ie  
mi t  der  Annahmenvar iab len  u. mark ie r t  seien.  Die Konk lus ion  ist  
i 
dann w ieder  die Formel  A, und es werden a l le  Annahmenvar iab len  
u i gebunden.  Sch! ieg l i ch  lassen  w i r  aus  dem oben angegebenen 
Grund noch d ie  Wiederho lungsrege l  Rep zu. 
Genauer  ist e ine Her le i tung  ein ~ ~- fach  verzwe igter  fund ier ter  
Baum, der  an j edem Knoten  mi t  e inem der  fo tgenden Symbole  be-  
schr i f te t  ist  
xy . . .  
fg . . .  
pq . . .  
A 
Vx Vy ... 
HV . . .  





V+x V+y ... 
V- 
<U. >. 
1 l~  
Rep 
und der gewisse  nahe l iegende Kor rekthe i t sbed ingungen er f~ l l t ,  
die h ier  n icht  exp l i z i t  au fgeschr ieben  werden sol len; zur Formu-  
l i e rung  d ieser  Bed ingungen i s t  es  e r fo rder l i ch ,  durch  Indukt ion  
~ber  d ie  HShe e ines Knotens  a im Baum die fo lgenden Begr i f fe  
zu de f in ie ren  
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Formei(a) Der Term bzw. die Formel~ die bei der ~bl ichen Nota-  
t ion am Knoten a der Her le i tung stehen w~rde. 
Ann(a) Endl iche L iste al ler  im Knoten a der Her le i tung freien 
Annahmenvar iab len.  
Zu beachten ist~ dab im Fal l  der Regel  ~+ mit  gebundener  Annah-  
menvar iab le  u die zugeh6r ige Annahmeformel  A in einer zus~tz- 
l ichen Pr~misse aufgefHhrt  werden muB, da sich sonst die Be- 
schr i f tung A~ B dieses Knotens i.a. n icht  ablesen l~St. 
§ 2 ECHTE KONVERSIONEN 
Gegeben sei jetzt eine Her le i tung d0 in der einige echt konver-  
t ierbare Te i lher le i tungen mark ier t  sind; echt konvert ierbar  
heiBt  dabei  eine Her le i tung,  wenn sie mit  einer Bese i t igungsre-  
gel endet (also ^is ~ oder V ), deren Hauptpr~misse durch eine 
+ + 
E in f~hrungsrege l  gewonnen wurde (also A , ~ bzw. V+). Wir def i -  
n ieren die reduz ier te  H er le i tung Rd := d' schr i t tweise yon aus- 
sen nach innen. G le ichze i t ig  def in ieren wir  f~r jeden Knoten 
(:= endl iche Zahlenfolge) a in d' den Urb i ldknoten  U(a) in d 
sowie die Sprunganweisungen . . . . . . . .  Sp(a) ; Sp(a) ist eine endl iche Folge 
yon Paaren (u,b) oder (x,b). Die Wurze l  s (:= leere Zahlenfolge) 
ist ein Knoten yon d'o Ferner  sei U(m) = D und Sp(D) leer. Wit 
bet rachten  jetzt  einen be l ieb igen Knoten a in d', fHr den U(a) 
und Sp(a) bere i ts  def in ier t  sind. 
Fal l  I U(a) beginnt  in d eine mark ier te  konver t ie rbare  Te i lher -  
leitung. Dann k6nnen fo lgende S i tuat ionen vor l iegen:  
Unter fa l l  I.I 






Genauer :  d(U(a))  = a 
1 
+ 
d(U(a)O) = a 
(Hier haben wi t  mi t  d(b) d ie  Beschr i f tung  des Knotens  b in d be-  
ze ichnet;  ferner  beze ichnen wir  d ie  Ver l~ngerung e ines  Knotens  
(:= end l i che  Zah lenfo lge)  bum die Zahl  j m i t  bj).  
Dann sol l  aO e in Knoten  in d' sein, abet  ke in  aj mi t  j > O; fer -  
net setzen wit  
d' (a) := Rep 
U(aO) := U(a)O i  
Sp(aO) :: Sp(a) 
Unter fa l l  1.2 
f 
/ Forme 1 -~+U \ • .. (u,U(a) I) 
t 
! 
~ Rep . .. 
Genauer:  d(U(a))  = ~- 
+ 
d(U(a)O) = ~ u 
Dann sol l  w ieder  aO e in Knoten  in d' sein, abet  ke in  ai mi t  i>  O; 
ferner  setzen  w i t  
d' (a) := Rep 
U(aO) := U(a) 0 0 
Sp(aO) := d ie  end l i che  Folge,  d ie  aus Sp(a) dutch  
AnfOgen des Paares  (u,U(a) I) entsteht .  
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Unter fa l !  t.3 
, .L  
v:~ 




... (x,U(a) ]) 
wie Unter fa i !  1.2. 
Fal l  2 U(a) ist in d mit  einer Annahmenvar iab len  u (bzw. mit  
einer Ob jektvar iab len  x) beschr i f tet ,  ffir die ein Paar (u,b) 
(bzw. (x,b)) in Sp(a) vorkommt: 
Formel  
J 




~ ! / Forme! 1 
~ + U  b 
Genauer: d(U(a)) = u~ und es qibt  ein mit  u beginnendes Paar in 
Sp(a) ; (u~b) sei das letzte derart ige Paar. 
Dann soll aO ein Knoten in d' sein, aber kein ai mit  i >0;  
ferner setzen wir 
d~ (a) := Rep 
U(aO) := b 
Sp(aO) := die endl iche Folge~ die aus Sp(a) entsteht  durch 
Stre ichen des letzten mit  u beg innenden Paares 
(u,b) sowie s~mtl icher Paare (v,c) und (y,c), 
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deren Var iabale  v bzw. y n icht  in e inem Knoten 
echt unterhalb b gebunden ist. 
Den Fal l  e iner Ob jektvar iab len  x behandel t  man entsprechend.  
Fal l  3 Sonst. 
Dann soll ai ein Knoten in d' sein genau dann, wenn U(a)i  ein 
Knoten in d ist; ferner setzen wir 
d' (a) := d(U(a)) 
U(ai) := U(a) i  
Sp(ai) := Sp(a) . 
Zun~chst hat man sich zu ~berlegen, dab Rd wieder  eine Her le i tung 
ist, und zwar yon derse lben Endformel  und mit  h~chstens weniger  
Annahmen. Zum Beweis ben~t igt  man eine Baumindukt ion in Rd; wir  
m~ssen also als erstes wissen, dab Rd fundiert  ist. Dazu betrach-  
ten wir  auf Her le i tungen neben der ~bl ichen Baumordnung (erzeugt 
yon a < b : ~ der Knoten a ist eine For tsetzung des Knotens b) 
eine part ie l le  lex ikographische Ordnung, die erzeugt  wird vonder  
Baumordnung und von 
b : ~ a,b haben ein gemeinsames Anfangsst~ck  c so 
a < lex 
dab b For tsetzung von cO ist, a For tsetzung 
yon ci ist und c mit  einer der Regeln ~- oder 
V- beschr i f tet  ist. 
Ma~ ~ber legt  sich leicht, dab aus der Fund ier the i t  einer Her- 
!eitung bezdgl ich  ihrer Baumordnung auch ihre Fund ier the i t  bez~g- 
l ich der part ie l len lex ikographischen Ordnung folgt. Die Fundiert -  
heit yon Rd ergibt  sich jetzt aus der Fund ier the i t  von d, da fur 
a,b 6Rd aus a< b stets U(a) <lex U(b) folgt. 
Dutch Baumindukt ion  ~ber Rd zeigt man jetzt, dab fur jeden Knoten 
a in Rd Formel(a) aus Formel(U(a)) durch Ausf0hrung der in Sp(a) 
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gespeicherten Subst i tut ionen entsteht~ und dab Ann(a) enthal ten 
ist in der jen igen Menge von Annahmenvar iab len,  die aus Ann(U(a)) 
entsteht  durch "Ausffihrung" (in e inem nahel iegenden Sinn) der 
Sprunganweisungen in Sp(a). Daraus ergibt sich dann leicht, dab 
Rd eine Her le i tung ist~ die d ieselbe Endformel  und h~chstens 
weniger  Annahmen als d hat. 
Ferner  kann man den obigen Fundier the i tsbeweis  fur Rd zu einer 
H~henabsch i tzung verwenden: def in ier t  man wie ~bl ich die H~he 
]aJ eines Elements in einer fundierten Ordnung durch 
ial := sup(Ibj + I)~ 
b<a 
fal ls a kein min imales  E lement ist~ und durch la! :: I sonst, 
so zeigt man leicht durch Baumindukt ion  ~ber Rd 
lal ~ iU(a) ile x 
fur al le a in Rd. Angewandt  auf die Wurzel  ergibt dies, dab sich 
die H~he IRdJ von Rd bzgl. der Baumordnung dureh die H~he IdJle x 
von d bzgl. de, par t ie l len  lex ikographischen Ordnung absch~tzen 
liBt. Separat  ~ber legt  man sich nun leicht, dab sich JdJle x 
stets abschi tzen list durch 2 jdL - I, fal ls JdJ <~,  bzw. durch 
2JdJ + r(!dl),  fal ls Idl ~ ;  h ierbei  ist r(a) der UberschuS yon 
fiber die letzte L imeszahl .  
Um schl ieB l ich  die wesent l i cheE igenschaf t  von Rd zu formul ieren,  
ben0t igen wir den Begri f f  der Stufe SA einer Formel  A: 
SA := O, fal ls A Pr imformel  
S (A~ B) := max(SA+ I, SB) 
S(AA B) := max(SA, SB) 
SVxA :: SA. 
Eine Her le i tung d heist  echt konvert ierbar ,  wenn sie mit  einer 
Bese i t igungsrege l  endet, deren Hauptpr~misse durch eine Ein-  
f~hrungsregel  gewonnen wurde. Ferner  nennen wir eine Her le i tung 
d permutat iv  konvert ierbar ,  wenn sie mit  einer Bese i t igungsrege l  
endet, deren Hauptpr imisse durch die ~-Rege l  oder durch die Wie-  
derho lungsrege l  Rep gewonnen wurde. Unter dem Grad Ged bzw. Gpd 
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yon d bzgl. echter (bzw. permutativer)  Konvers ionen verstehen 
wir die k le inste Zahl, die gr~Ber ist als alle Stufen der Haupt-  
formeln der Bese i t igungsregeln  am Ende der echt (bzw. permutativ) 
konvert ierbaren Te i lher le i tungen von d. Man beachte, dab gi l t  
Ged, Gpd &~;  ferner, dab Ged = 0 (bzw. Gpd =O) gerade bedeutet,  
dab in d keine echt (bzw. permutativ) konvert ierbaren Tei lher-  
le i tungen vorkommen. Es gi l t  nun der fo lgende 
Satz Sei k< 0 und d eine Her le i tung mit  G d $ k, G d ~ k+ I. 
p e 
Markiere in d al le echt konvert ierbaren Te i lher le i tungen mit  
Hauptformel  der Stufe k. Dann ist Rd eine Her le i tung derse lben 
Endformel  mit  h@chstens weniger  Annahmen, f~r die gi l t  G Rd, 
Idl P 
GeRd $ k sowie IRd[ < 2 + ~. F~r jeden Knoten a in Rd h~ngt die 
Beschr i f tung yon a nut ab von den Beschr i f tungen in d der end- 
l ich v ie len Knoten aus 
M~'d(a) := {U(b) i b Anfangsst0ck yon a]; 
dabei ist U(b) der oben def in ierte yon k und d abh~ngige Urbi ld-  
knoten von b. 
Zum Beweis haben wir uns nur noch zu 0berlegen, dab bei der 
Bi ldung von Rd neue echt oder permutat iv  konvert ierbare Tei lher-  
le i tungen h~chstens mit  Stufen <k der Hauptformel  entstehen; dies 
ist aber unmitte lbar  aus der Konstrukt ion yon Rd zu ersehen. 
§ 3 PERMUTATIVE KONVERSIONEN 
Wir def in ieren jetzt einen pr imit iv  rekurs iven Operator  P, der 
in einer Her le i tung d al le Bese i t igungsregeln  [ber s~mtl iche un- 
mit te lbar  dar~berstehenden ~-  oder Rep-Regeln h in~berschiebt .  Ge- 
nauer wird dies wie folgt erreicht: Wir durch laufen d vonder  
Wurzel  zu den Spitzen, zu Beginn in e inem neutra len Zustand O, 
und ~bernehmen al le Regeln bis auf die Besei t igungsregeln.  Stos-  
sen wir  auf eine Beseit igungsregel ,  so ver~ndern wir  unseren Zu- 
stand in I und verb le iben darin solange, wie wir auf ~- oder 
Rep-Regeln oder auf andere Bese i t igungsregeln  stoBen; nur die 
~- und Rep-Rege!n ~bernehmen wir in unsere zu konstru ierende 
Her le i tung Pd. Ferner speichern wir  bei d iesem ersten Durchlauf  
s~mtl iche Knoten mit  Beseit igungsregeln.  Stolen wir  dann auf eine 
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Einf~hrungsregel ,  e ine Annahme ode, ein Axiom, so speichern wir  
den Knoten ebenfal ls ,  ver~ndern  unseren Zustand in 2 und beg innen 
einen zweiten Durch lauf  dutch (einen Tei l  yon) d, indem wit  der 
Reihe nach fdr al le gespe icher ten  Knoten die dort  stehenden Be- 
se i t igungsrege ln  ~bernehmen.  Sind wir  sch l ie~l ich  bis zu de, 
E inf~hrungsregel ,  de, Annahme bzw. zu dem Ax iom gekommenv so 
Obernehmen wir  sie ebenfal ls ,  begeben uns wieder  in den neutra len 
Zustand O und fahren fort  wie oben. 
Genauer def in ieren wir  zu einer gegebenen Her le i tung d die daraus 
dutch permutat ive  Konvers ionen ents tehende Her le i tung Pd =: d' 
schr i t tweise von auBen nach innen. G le ichze i t ig  def in ieren wir  
f0r jeden Konten a in d' den Urb i ldknoten  V(a) in d, ferner ge- 
wisse Wegweiserangaben W(a) sowie einen Zustand Z(a) E {O,1,2}; 
W(a) ist eine endl iche Folge yon Knoten in d. Die Wurzel  o ist 
ein Knoten in d'. Ferner  sei V(D) = o, W(m) leer und Z(o) = O. 
Wir bet rachten  jetzt e inen be l ieb igen Knoten a in d', f~r den 
V(a), W(a) und Z(a) berei ts  def in ier t  sind. 
Fal l  I d(V(a)) ~ {AorAI ,~ ,V }, Z(a) = O. 
\ . |  \ I 
Dann soll  ai ein Knoten in d' sein genau dann, wenn V(a) i ein 
Knoten in d ist; ferner setzen wir  
Fal l  2 
d' {a) := d(V(a)) 
V(ai) := V(a) i  
W(ai) :: die leere Folge 
Z (ai) .-: O 





Dann soll aO ein Knoten in d' sein, aber kein ai mit  i > O; 
ferner setzen wir  
d'(a) := Rap 
V(aO) := V(a)O 
W(aO) := die e ingl iedr ige Folge 
bestehend aus V(a) 
Z(aO) := I 
Fal l  3 d(V(a)) 6 {~,Rep}, Z(a) = 1 
~k I \k I oder 
~ ~ w Rap 
. . . . .  1 ~  Rap 
I 
Dann soll ai ein Knoten in d' sein genau dann, wenn V(a) i  ein 
Knoten in d ist; ferner setzen wir 
d' (a) := d(V(a)) 
V(ai) := V(a) i  
W(ai) := W(a) 
[O falls d(V(a)) =~ und i = O 
Z (ai) := ~1 sonst. 





Dann soll aO ein Knoten in d' sein, aber kein af mit i > O; 
Ferner setzen wir 
d' (a) := Rap 
V(aO) := V(a)O 
W(aO) := W(a)V(a) 
Z (aO) := I 
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Fa l l  5 V(a) ¢ [^o,A!,,-* ,V ,co,Rep}, Z(a) = Io 
+~AX. oder  Annk~ 
b c /  
/ t /2  
/ I 
," g 
Z. . .V(a)  
Rep b...  
Dann soi l  aO e in Knoten  in d' sein~ abet  ke in  ai mi t  i > O; 
fe rner  setzen  wi r  
d~ (a) .~= Rep 
V(a0) := ers tes  G l ied  der Fo lge  W(a) 
W(aO) ents teht  aus der Fo lge  W(a),  indem man deren  
ers tes  G l ied  ent fe rnt  und als  le tz tes  G l ied  
V(a) anf~gt .  
Z (aO) := 2 
Fa l l  6 d(V(a))  6 {^o,A1 ,~ ,V }, Z(a) = 2 
b o& ~f  ~- - - -  
\ / 0 
\ / 
/ 
.. \ko/ - b... 
Dann so l len  - e twa im Fa l l  d(V(a))  : ~ - aO und al Knoten  in 
d' sein, abet  ke in  ai mi t  i > I; fe rner  se tzen  w i r  
d' (a) := ~- 
V(aO) := ers tes  G l ied  der  Fo lge  W(a) 
V(al)  := V(a) I 
W(a0) := der Rest  der  Fo lge  W(a) nach Ent fernung 
des ers ten  G l iedes  
W(al) := d ie  leere  Fo lge  
Z (aO) : = 2 
Z(al) := 0 
Fa l l  7 
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d(V(a))  { {^O,AI ,-~ ,V ,~,Rep}, Z(a) : 2. 
+,Ax. 
O \ / O 
\ \  / /  
oder  ~/  +,Ax. oder  Ann. 
Dann sol l  ai e in Knoten  in d' sein genau dann, wenn V(a) i  e in 
Knoten  in d ist; ferner  setzen wir  
d' (a) := d(V(a))  
V(ai) := V(a) i  
W(ai) := die leere Fo lge  
Z (ai) :: O 
zun~chst  haben wir  uns w ieder  zu Hber legen,  dab Pd e ine Her-  
le i tung ist, und zwar von derse lben  Endformel  und mi t  h~chstens  
wen iger  Annahmen.  Zum Beweis  ben~t igen  wi r  e ine Baumindukt ion  
in Pd; w i r  m~ssen  a lso als erstes  wissen,  dab Pd fund ier t  ist. 
D ies  ist sehr le icht  zu sehen: Sei etwa (a n ) e ine unend l i che  ab- 
s te igende  Fo lge in Pd. Nach Konst rukt ion  von Pd gilt: Wenn 
Z(a n) = I und Z(an+ I) = 2 ist, so g ibt  es ein m mi t  n~m~ 2n 
derart ,  dab Z(a m) % 2 ist und desha lb  V(an) echtes  Anfangss t~ck  
yon V(a m) ist. In a l len  anderen F~l len  ist V(a  n) echtes  Anfangs -  
s t~ck von V(an+1) .  
Durch  Baumindukt ion  Nber  Pd s ieht  man jetzt  le icht,  dab fdr 
jeden Knoten  a in Pd im Fal l  Z(a) = 0,2 g i l t  Formel  (a) = 
Formel  (V(a)), und im Fal l  Z(a) = I g i l t  Formel  (a) = Formel  (b), 
wobe i  b das ers te  G l ied  der Fo lge  W(a) ist. Ferner  hat  man 
- im Fal l  Z(a) = O: Ann (a) = Ann (V(a)) 
- im Fa l l  Z(a) = I: Ann (a) ents teht  aus Ann (V(a)) durch  H inzu-  
nahme der  Annahmemengen bei  Nebenpr~issen  oder  ~- -Rege ln ,  
d ie unmi t te lbar  vorher  im Zustand I durch lau fen  wurden  
- im Fal l  Z(a) = 2: Ann(a) = Ann(a ' ) ,  wobei  a' der Vorg~nger -  
knoten  yon a ist, fa l ls  d(V(a)) = ~-; anderenfa l l s  ist Ann(a) = 
Ann(a' )  ~Ann(V(a 'O) ) .  
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Daraus  erg ib t  s ich dann le icht,  daS Pd e ine Her le i tung  ist~. die 
d iese lbe  Endformel  und h~chstens  wen iger  Annahmen als d hat. 
E ine  H6henabsch i tzung f~r Pd ist recht  le icht  zu erha! ten:  es 
ist  IPd[ S Id l ( Id~+ I). - Dami t  haben wi t  den 
Satz: Sei  k <~ und d e ine Her le i tung  mi t  Gpd, Ged Sk  + I. Dann 
ist  Pd e ine  Her le i tung  derse lben  Endformel  mi t  h~chstens  wen i -  
ger  Annahmen,  f ir  d ie  g i l t  G Pd = O, G Pd ~k+ I sowie  
p e 
IPdl ~ ~d!(!dl + I). F~r  jeden Knoten  a in Pd h~ngt  d ie  Beschr i f -  
tung  yon  a nur  ab yon den Beschr i f tungen in d der  end l i ch  v ie -  
len Knoten  aus 
Mk'd(a)  := {V(b) I b Anfangsst~ck  yon  a}; 
P 
dabe i  ist  V(b) der  oben def in ie r te  yon  k und d abh~ngige  Urb i ld -  
knoten  von b. 
Zum Beweis  haben w i r  uns nur  zu ~ber legenr  daS die bei  permuta-  
t iven  Konvers ionen  evtl .  ents tehenden neuen echt  konver t ie rbaren  
Te i lher le i tungen e inen  Grand ~ k+ I habeno 
Setzt  man Gd := max(Ged,Gpd) ,  so haben wi r  dami t  insgesamt  den 
Satz: Zu jeder  Her le i tung  d mit  Gd =: k + I < ~ f indet  man eine 
Her le i tung  d • derse lben  Endformel  mi t  h~chstens  wen iger  Annahmen,  
f~r die g i l t  Gd • = 0 sowie  Id~l < ~(Id!) := k le ins te  ~-Zahl  > rdl. 
d • e rg ib t  s ich als d • = PRP . . .RPd  mit  k Vorkommen von R. F~r jeden 
Knoten  a in d • h~ngt  die Beschr i f tung  von  a nur ab yon den Be- 
schr i f tungen in d der  end l i ch  v ie len  Knoten  aus 
Md(a) : MO, PRP- - ° RPdMO, RP - - • RPd . Mk-  I, PRPdMk-  I t RPdMk, PdMk, d .a , 
e p "" e p e p [ ); 
dabe i  ist  M: '~N := bUN M~' ' (b)  gesetzt .  
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